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Série d’exercices sur le calcul intégral

Exercicel
Calculer les intégrales | suivantes :
T
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Exercice 2

Calculer les intégrales en faisant un changement de variable.
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= flt\/1+t dt
Exercice 3

Calculer en utilisant une ou des intégrations par parties.

lnt

s 2 d
a) I= fo X" cos xdx b) .
f3
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d) 1= f1(1+t)lﬂfdt o)1= fllenxdx
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Exercice 1
On considére les intégrales :

sz cos4xdxetJ:f sin® xdx .

0 0
1) Montrer que | peut s’écrire :

I =f cosx(cosx—cosx sin’x|dx .
0
2) A I'aide d’une intégrale par parties, montrer que :
0 1
I=f sinxdx—=1J.
o 3
3) Montrer de méme que :
T 1
J=f cos’ xdx—=1.
0 3
4) Montrer que :

I+J—?:Tnetl 1=0.

5) En déduire les valeurs de | et J.

Exercice 2

2) Montrer quecos 3 x = cosx (cos 2 x —2 sin” x)
3) Pour tout n€IN, on pose :

S [6)=In +In

n

2cosQ—1
3

2cos%—1

, avec O appartenant a l'intervalle(, —% ; %(’,

a) CaIcuIerSn(Q |, aprés avoir montré son existence.

b) CalculerS(@|=1im S, (6 -
¢) Calculer§ ' g|. En déduire la valeur de I'intégrale

n

3
=lf—tan Q do.
29 2

Exercice 4
1) Calculer, a I'aide d’une aire connue, l'intégrale :

If\/9x

2) En dedwre la valeur chacune des |ntegrales

J:f(x+m)dxetL:ﬂm—3)dx

3) Soit

M=
£3+\/9 'S

Calculer pf +1, etendéduireque pf=—7,.

dx.

+...+In

2COS%—1
3



Exercice 5
1) On pose, pour tout entier naturel n non nul :

1 1
In:n—!{ (l—x) dx

a) A l'aide d’une intégration par parties, calculer 1,.
b) Prouver que, pour tout entier naturel n non nul :

1
n 1 —X
0<I"<— [ e *dx.
n's
En déduire
lim I,

n -+

2) Montrer en utilisant une intégration par parties, que pour
tout entier naturel non nul:

(_1)n+1

n+1]!
a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
non nul :

an+1: an+

an:l+(—1)”1n.
e

b) En déduire lim a,.

Exercice 6
Pour tout p > 10n pose :
1 t
1 —
—— [(1—t]"e*dt.
2 n! 0
1) A l'aide d’une intégration par parties, calculer I,.

I =

n

2) Démontrer que pour tout entier naturelp; > Jona:

1

2™ n+1)!
3) En déduire par récurrence que pour tout naturel > 1 :

In+1:In

ne

4) Montrer que I'on peut trouver une constante A telle que :

0<I,< A.
2"'n!
(On pourra déterminer A en majorant sur I’intervalle[o’- 1]Ia
t
fonction : 7).
t: (1—t)”e2)
En déduire la limite quand n tend vers I'infini de :
11 1 1
u=1+=.—+...+—.—.
2 1! 2" n!
Exercice 7

N désigne un entier strictement positif fixé. On se propose
de calculer I'intégrale :

Vs
I=f |sin(nt]].
0
Pour ceci on commence par étudier le signe de sin(nt) sur
Vintervalle[(; 7|
1) Soit un entier k=0 et soit I'intervalle

J =

kE (k+1) 8
n n

a) ¢ désignant un élément de]k, donner un encadrement du
réel nt.

b) En déduire que sin(nt) garde un signe constant lorsque t
décritjk. Préciser ce signe lorsquef =2 |, puis lorsque

k=2l+1avec]ece,
c) Calculer

(k+1)%
f |sin|nt)|dt .
KX
2) Calcunler I'intégrale

Vi
I:f |sin(nt|.
0
Probléme 1

Pour kelN, on associe la fonction f, définie sur IR par :

1 X

fo=———ctf,=—/——
e UK
2) . Soit k>1.

a) Etudier les variations de f, suivant les valeurs de k.
b) Etudier, suivant les valeurs de k,
f.(x
lim f,(x/et lim ﬁ
X +00 X
En déduire les branches infinies de C, ent 0o et en— o0,

c) Montrer que f, admet deux points fixes.

3) Soit (Ik)kee'¢ la suite réelle définie par :
1

Ik=f folx|dx
0

a) Soit F la fonction définie sur IR par

F(x]=1n(x+v x2+1).
Montrer que F est une primitive de fO. En déduire la valeur
de .

b) Calculer I1.

c) Pour k = 2, montrer que :
kI,=vV2—-[k=1]I, ,.

En déduire |, et I,.

d) Etudier la limite de I, lorsque k tend vers +oo.

4) Soit u, un réel tel queQ<u,<1.Par récurrence on

construit la suite infinie (un) __ définie par, pour k=0, u, =
9

neei
f(u,) et u, = f(u,,) sinx1.

a) Montrer que la suite (un) est décroissante.

b) Pour k > 2 montrer que (un)est majorée par une suite
géométrique convergeant vers 0.
5) Pour tout keIN, on considére la fonction g, de[ 0 ; 1| vers

définie par gk(x) =f, (x] pour toutye {0 ; 1}'

1
[0’@

a) Montrer que g, admet une bijection réciproque g;

b) Représenter graphiquement g;1 pourk=1,2,3.
i -1t -1
c) Exprimer g; etg2 .
Probléme 2
Les questions 1) et 2) sont indépendantes.
Pour tout n de ('f’ on considére l'intégrale
I =

n

[Inx "dx.

»—-ba(h



1) Démontrer que pour tout x dans I'intervalle/, 1 e/, et
pour tout n entier naturel,on a:

[Inx|"—(Inx|™* "> 0.

2) En déduire que la suite ([n) ceu est décroissante.
n (9

3) Calculer I, a l'aide d’une intégration par parties.

4) Démontrer a l'aide d’une intégration par parties que, pour
tout e g)"',

In+1:e_(n+1)‘[n

5) En déduire 1,, I, et 1,. Donner les valeurs exactes,
exprimées en fonction de e, et les valeurs approchées a

10 3pres par défaut.

6) Démontrer que, pour toutne (’f', [n >0.

7) Démontrer que, pour toutpe ;% (n+ 1)In <e.

8) En déduire la limite deIn.

9) Déterminer la valeur de n _In+(1n+1n+ 1)en déduire la
limite den I,.

Probléme 3

Pour n entier naturel non nul, soit f, la fonction définie sur
[=¢ par:

fa (X) = nl e

Soit a un élément non nul fixe dans I, pour tout entier
naturel n, on pose :

In(a):jfn(x)dx.

1) Caleuler [ (a].
2) Montrer que, pour tout x de | et pour tout n de[’ivon a:
folxI=Foil x|~ fulx]etf,[0]=0
En déduire que, pour toutp > 1 -
n

_—a -a
I,la-1, la= e’
3) En déduire que pour tout n>0,

nook
a_ e_a
im0 k!

4) Dans cette question on pose g =1, On appelle (un) la

Ila)=1-

n

suite numérique définie pour tout n E € (, par:
1
=1\ 2

e_1:ffn('x)dx.

On C, la courbe représentative de f, dans le repéere
orthonormal R (unité 4 cm).
a) Montrer que pour tout entier naturel n,u, >0 et donner
une interprétation géométrique de u,.
b) Montrer que pour tout entier naturel n, et pour tout

xE[0;1]:

f.lx) s% x".

c) En déduire que pour tout entier naturel non a :
1

(n+1)!

Puis la limite de u,,

0<u,<

d) Déduire enfin que
n
. 1
e=lim —
X —»+00 ]; k!
Probléme 4
On pose, poury> () ,

(Inx)2
X|=—".
flx="2
1) Calculer les limites de f en + et 0.

2) Calculer f'(x) en fonction de x. Montrer quef (x) ale
meéme signe que | Inx|(2— Inx|
Déterminer le sens de variation de f sur /() - +00¢,
3) Tracer la représentation graphique (C) de f dans le plan.
4) On pose pour p>1

eZ
\Inx P
I, :f —dx.
1 X
a) A l'aide d’une intégration par parties, calculer :

< [Inx|
Ilzf —dx.
1 X
b) Montrer que pour tout p= 1:
_ p+l

I,=
1 7
b e

c) En déduire I,, I et 1.
d) On fait tourner autour de I’axe des abscisses I'arc de

+(p+1)lp.

courbe constitué des points de (C), d’abscisses comprise
entre 1 et e2. Le point M de (C) d’abscisse x décrit alors un
cercle de rayon f(x). calculer le volume du solide ainsi
engendré, en unité de volume.

Probléme 5

Pour tout naturel non nul n, on pose :

/s

4
In:ftan"xdx.
0

1).

a) Justifier I'existence de |,

b) Sans calculer 1,, montrer que la suite (I,) est une suite
décroissante dont tous les termes sont positifs.

2).

a) Pour tout entier naturel n, calculer la dérivée de la
fonction fix - tann+1x. En déduire que, pour tout n de

A

6,

In+In+2:%'
n_

b) Montrer que, pour tout n de ‘.’z, ,
1 1
J <——

—<
2(n+1)” " n+1

c) En déduire la limite de la suite(l,) lorsque n tend vers +co.
d) Calculer f(n) =1,,,— I enfonctiondenoune ;-

3).

a) Calculer L.



b) Calculer f(2)+f(6|+f (10]+...+f (4k—2) en
fonctionde I, et I;;,, ouke(’,
c) En déduire la limite de la somme :

1 1 1 1 1
l——+=——c+...————+

3 5 7 4k—1 4k+1
lorsque k tend vers +.
4).

a) Vérifier que la fonctiony _, In (Cosx) est définie et
dérivable sur I’intervalle[o R E} et déterminer sa dérivée.
4

Calculer 1.
b) Calculer

fl1]+f(5)+f(9)+...+f(4k-3)

enfonctiondel, et],, , ouke ¢

c) En déduire la limite de la somme :
1 1 1 1 1

l——+——+. . +—
2 3 4 2k—1 2k

lorsque k tend vers +.

Probléme 6

Le but de ce probléme est d’étudier la limite de la suite de
terme général :

:iz+l+...+i2(n21).

12 2 n

A) Expression de u, a I'aide d’une intégrale

u

n
1) Calculer I'intégrale
2

t
——1

J:”! 21

2) On pose, pour tout k> 1 -

dt.

i t2
K=[{-—-1
o \ 2T
A l'aide de deux intégrations par parties successives,

1

montrer que K = —-
k

cosktdt .

3) On pose, pour tout tde [0 ; 7r]etn>1:

D

1
|t|==+cost+cos|2t|+...+cos|nt|.
2
Déduire des questions précédentes |'égalité :

2

n it
=— ——t|D [t]dt.
=T [y
o 2
B) Etude de [n:f LA D [t|dt
o \ 27

1).
a) Vérifier que, pour tout réelsaetb :

2 sinbcosa=sin|a+b|—sin(a—b).

b) En déduire, a I'aide d’une récurrence, que pour tout

nxlett€iL0;méé:

sin n+l t
D, [t)=

n

2 sini
2

¢) On consideére la fonction g définie sur [ ; y |par :

2
St
gloj=—1et,sit#0,glt|]=="

t
2sin —
5

Montrer que g est continue en 0.
d) Montrer que, pour tout > 1 -

t|dt

In=f glt/sin n+%
0

LT, sinx
2) On pose, pouerco;E(,,h(x):—.
X

a) Montrer que h est dérivable sur(, 0 ; % { et que h'(x)

est du signe de @ [:X)ZX —tanx.
b) Etudier le signe de ¢ ( x) en étudiant les variations de

®.
c) En déduire que la fonction h est décroissante sur

005,
2

d) Pourt & [ 0;m } , démontrer I'encadrement :

3) On pose, pour toutn>1:

An=}sin t|dt.
0

1
n+=
2

a) Calculer A,.
b) Montrer que, pour tout > 1 -

ne

Tac<r,<ta
2 2

c) En déduire la limite de la suite (In)D

C) Limite de la suite (u,)

Conclure a I'aide des questions précédentes.



