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1 EQUATION DU 2P DEGRE

EQUATIONS ET INEQUATIONS DU SECOND DEGRE.I

1 Equation du 2" degré

Définition (Trind6me du second degré)

On appelle trindome du second degré toute expression de la forme :

ax? 4+ bxr + ¢ aveca, betc € R

1.1 Forme canonique

Soit f(z) = az® + bz + c avec a # 0, on a :

[, b b AN
flz)=a x2+x+] or a:2+w:(x+ )

Ainsi, la forme canonique de f(x) est donnée par :

(3) - (%)

—( Exercice 1.1 (Exercice d’application))

flz) =a

Déterminer la forme canonique de chacun des trindmes suivants :
A(r) =32 — 4z +5 B(z)=2> -6z +7

C(z) = -2 + 62 —9 D(z)=—-22*+7x—9
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1.1 Forme canonique 1 EQUATION DU 2NP DEGRE

Correction

A(r) =32 — 4 +5

I 4 5
=322 - = ]
Tyt

5 ( 4)2 16+5
p— I‘—f —_— P
i 6 36 3

( 4)2 (16 — 60)
=3|{z—=) — [ ——
i 6 36
Finalement on a :

Alz) =3 [(m - §)2 + E]

B(z) =2 — 62+ 7
B(z)=(z—-3)7-9+7

Finalement on a :

C(z) = —a*+ 62 —9
C(x):—l(x2—6:v+9) orz? —6z=(z—3)7-9
Cla)=—1[(z=3)*6-9+9

Finalement on a :

D(z) = —22> + Tz — 9

[ 7 9 72
_ 2 0 < 2 0 5
= 2_1’ 2x+2]0r i .T—([B )

o (G
a3 ()

Finalement on a :

49
16
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1.2 Résolution et factorisation 1 EQUATION DU 2P DEGRE

1.2 Résolution et factorisation
1.2.1 Résolution

Soit f(z) = axr?®+ bx + ¢ un trinéme du second degré ; la forme canonique

de f(x) est :
b ® (b — dac
T ) T 4a? '

Posons A = b? —4ac (A) est appelé le discriminant du trindéme ax® + bz + c.

Par suite
ARG
v 2a 4a?

L’existence de solutions pour I’équation f(x) =0 dépend de A

f(x) =a

f(x)=a

. A b\?
SiA<Oalorsona: ———>0,or fz+—| >0
42 2a

b 2 A b 2 A
D o] - = TR ”
onc (iL‘ 5 ) 4a2 >0 = (.’L’ 2@) 4(12 Oora 0

b\ (A
(7 2) - (a)) 0

Dot si A < 0 alors I'équation az?® + bx + ¢ = 0 n’a pas de solution.

Par conséquent : f(z) =a

A
Si 0 alors 1o 0
b

Donc f(z) = <a: + 2a>2

b\ 2
Ainsi f(x) = 0 si et seulement si (1’ + 2) =0ora#0.
a

b\ 2
Par suite on a : f(x)—0<:><x+2> =0
a

— az:Jri :c—iri =0
2a 2 )
b b
<:><x+>:00u (m—l—):O
2a 2a

<~ b b
rI=—— ou x=——
2a 2a
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1.2 Résolution et factorisation 1 EQUATION DU 2P DEGRE

On a donc une racine double et on la note |y = ——

D’ou si A = 0 on a une racine double

b b
x(]:—%, S:{ZL‘O:—QCL}

(=)

SiA>0alorsA:

4a? 2a
Ainsi :
b\? A\’
rw=a(re ) - (%)
b VA b VA
—a<$+2a—a><l’+2a+2a>
B —b+ VA —b— VA
—a<a:— 2a )(x_ 2a )
Puisque a # 0 alors
—b+ VA —b— VA
iy mem (s LS (VA
( —b+\/Z> ( —b—ﬂ)
<— |x— ou (x—
2a 2a
—b+ VA —b— VA
T = ou r =
2a 2a

Donc si A > 0 on a deux solutions distinctes notées respectivement z; et xo
Avec
b+ VA ~b— VA
= et xg = ———
2a 2a
S = {x1; 20}

1

1.2.2 Factorisation

Comme pour la résolution, la factorisation d’un trindéme du second degré
dépend de son discriminant A

1. Si A < 0 alors I'équation az? 4+ bz + ¢ = 0 n’a pas de solution et le
trindéme f(z) = ax® + bx + ¢ n’est pas factorisable.
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1.2 Résolution et factorisation

1 EQUATION DU 2P DEGRE

2. Si A = 0 alors 'équation ax?® + bz + ¢ = 0 admet une racine double

— 19)? | est la forme factorisée du tri-

notée xy = ~5 et | f(z) =a(x
a

néme f(z) = ar® +bx +c

3. Si A > 0 alors la forme factorisée du trindbme

fx)=ar®>+bx+cest:|f(z)=a(r— 1) (z— 23)

,-( Exercice 1.2 (Exercice d’application) )

f(z) = 22% + 2z — 24,

flx)=0 et

1) Donner la forme factorisée des trinémes suivants :

g(x) = —2° + 3z — 2

2) Résoudre dans R les équations suivantes :

g(x) =0

Correction
1) Factorisation
f(z) = 22% 4 22 — 24

Ona:A=2"—4(2)(-24) =196 et VA =+196 =14

Donc
—2—-14 B

T = 1

—4 et Ty =

—2+14
—

Ainsi la forme factorisée de f(z) est :

flx) =2(x+4) (-3

g(r) = —2* +3v — 2

Ona:A=3—4(-1)(-2)=9-8=1

Donc
-3-1 B

2 (=1) =2 et

I =

-3+1
2(-1)

1

To =

Ainsi la forme factorisée de g(z) est : |g(z) = —(x — 1)(x — 2)

2) Résolution

D’apres la question 1) on a : f(z) =2 (z +4) (x — 3)

Ainsi f(z) =0 <~ 2(x+4)(r—3)=00r2#0
Donc (x+4)=0o0u(x—3)=0
D’ou r=—-4ouzx=3
Finalement S ={-4;3}

3
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1.3 Somme et produit 1 EQUATION DU 2P DEGRE

glr) = —(z = 1)(x - 2)
gx)=0<=—(z—1)(x—2)=0
r—1=0 ou z-2=0
r=1 ou x=2
Finalment on a : S={1;2}

—( Remarque 1.1 (Discriminant réduit) )

soit le trinome f(z) = ax® + bx + ¢, lorsque b = 20’ on notera le
discriminant réduit :

AN =b?—ac

Si A’ > 0 les racine de ’équation sont alors

—b — VA =+ VA
rH=— € x9=——
a a

Application : Résoudre dans 1’équation suivante : 622 — 122 +3 =0

Correction :
502 — 120 +3=0;
On calcule A’ = % — ac

A" = (6)* - (5)(3) =36 — 15 = 21

fS—\/ﬁet _6+21
5 5

Donc les racines sont : x; = Lo

Finalement on a : S = {

6—\/ﬁ'6+\/ﬁ}
5 ’ 5

1.3 Somme et produit
Théoréme 1.1 (Somme et produit des racines d’un trinéme)

Soit f(x) = ax® + bx + ¢ avec a # 0, de discriminant A = b* — 4ac. Si
b+ VA ot g —b— VA

A >0 : = =
) G 65 & 2% : 2

On note :
la somme des racines S = x1 + x5 et le produit des racine P = x1 X 2
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1.3 Somme et produit 1 EQUATION DU 2P DEGRE

En effet on a :

S:l’l—i‘ﬂh

b+ VA  —b—VA
_l_
2a 2a
b —b 2 b

"2 22 22 a

D’ou

b
S:x1+:1:2:—7
a

D’ou

—( Exercice 1.3 )

1) Sans calculer les racines de I’équation 22? — (\/7 — \/5) x—9=0,
déterminer la somme et le produit de ces dernieres

2) Soit I'équation 3z + 7z — 10 = 0 dont 1 est 'une des racines,
déterminer 'autre racine sans calculer A

Correction

b:\ﬁ—\/g c 9

1)Ona:S=z+2y=—— et P=x; X@Iyg=— = ——
a a

2
10
2) Puisque 1 alorson a : 1 X 9 = —— ainsi 2y = 3
7 7 10
u bien + T2 3 To 3 3

www.sunumaths.com 8 M. DIAGNE



1.3 Somme et produit 1 EQUATION DU 2P DEGRE

—( Remarque 1.2)

Si le trindme az? + bz + ¢ = 0 avec a # 0 a pour solutions x; et o

b c
alors x; et o sont aussi solutions de ’équation a | 2 + —x + ) =0
a a

@
or S=——-et P=—.D’u z; et x5 sont solutions de ’équation
a a

22 —Sr+P=0

—( Exercice 1.4 )

1) Trouver 2 nombres ayant pour somme S = 8 et pour produit P = 15
2) Résoudre dans R? le systéme d’équations suivant :

z+y =31
xy = 240

Correction
1) Les nombres 8 et 15 sont solutions de 1’équation 2> — Sz + P = 0, c’est &
dire :
2> —8r+15=0

On trouve donc

r=95 e y=3 ou x=3 et y=>

) r+y =31
Ona.{ vy =240

x et y sont solutions de I'équation x? — 31z + 240 = 0
A = (—31)% — 4(1)(240)
=961 — 960
=1

31 -1
Donc ZE=$1=T=15 et y=a9=

3141

16
2

S = {(15;16), (16; 15)}
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2 EQUATION SE RAMENANT A UNE EQUATION DU SECOND
DEGRE

2 Equation se ramenant a une équation du
second degré

2.1 Equation bicarrée
Définition

Toute équation de la forme axz* 4+ bz +c¢ = 0 est dite équation bicarrée,
avec a # 0.

Pour résoudre une équation bicarrée, il faut procéder a un changement
de variable en posant X = z*

Exercice 2.1 (Equations bicarrées) )

Résoudre dans R les équations suivantes :
1)2z*—2>—-1=0 2)zt —52° +6 =0

Correction
20t — 2 —1=0 (1)
Posons X = z? dans Iéquation (1) et elle devient : 2X?> — X —1=0  (2)

A= (1) =4(2)(-1) =9
1-3 -2 1

X: = — = ——
"Tox2 4 2
=
1+3 4
X5 = + =-=1
2x2 4
X, = 2? = —= impossible

Xo=2’=1=2=1o0oux=-1

S={-1;1}

2) 2t =52 +6=0 (1)
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2 EQUATION SE RAMENANT A UNE EQUATION DU SECOND
2.2 Autres formes d’équations DEGRE

Posons X = z? dans I'équation (1) et elle devient : X*> —5X +6=0  (2)

A = (=5)* = 4(1)(6)

=25—-24
=1
5—1 o+1
Xl:T:2 et XQZ?:B

X? =g et X% =1,

I :_\/Eouxlz\/é
=

Ty = — 30u:c2:\/§

S = {—\/3;—\/5; V2; \/3}

2.2 Autres formes d’équations

Exercice 2.2 )

Résoudre dans R les équations suivantes :
1) 2> —|z|] —2=0 (poser X = |z|)
2)bx —r—1=0 (poser X = /7)

Correction
1) 22 — |#| =2 =0 (1) posons X = |z, ainsi I'équation (1) devient :

X?-X-2=0 (2)
-

X2+ X-2=0 (3)
= X?-X-2=0 (2
<— X=—-1ou X=2
On prend la valeur positive soit X = 2
= X+ X-2=0 (3)
— X=1o0ou X =-2
On prend la valeur positive soit X =1

< X =1ou X =-2
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2 EQUATION SE RAMENANT A UNE EQUATION DU SECOND
2.3 Equations symétriques DEGRE

Finalement on a :

{1;2}
2) bx —/xr —1=0 Posons X = +/z. Ainsi I’équation devient :

5X2-X—-1=0

A= (~1)* — 4(5)(~1)

=1420
=21
1—+/21 1++v21
X, == X2:+7
10 10
1—+/21 14 /21
or T<O et T>O

Donc

10

5]

2.3 Equations symétriques
Définition (Equation symétrique)
Toute équation de la forme az* + bx® + cx? + br +a = 0 avec a # 0 est

appelée une équation symétrique

Pour résoudre ce type d’équation, on factorise d’abord par x® puis on

procede a un changement de variable en posant X = x 4+ —
x

,.( Exercice 2.3 ) <

Soit f(z) = 6x* — 52® — 132° — 52 + 6
1) Montrer que0 n’est pas solution de I'équation de f(z) =0
2) Déterminer g(z) telle que f(z) = 2°.g(x)
3) Montrer que f(z) = 0 si et seulement si g(x) =0
)

1
4)Résoudre dans R 1'équation g(z) = 0. On pose X =z + —
7

Correction
1) Montrer que0 n’est pas solution de 1’équation de f(x) =0
On a f(0) = 6(0)* — 5(0)* — 13(0)? — 5(0) +6 = 6

www.sunumaths.com 12 M. DIAGNE



2 EQUATION SE RAMENANT A UNE EQUATION DU SECOND
2.3 Equations symétriques DEGRE

Donc f(0) =
D’ou 0 n’est pas solution de I’équation f(x) = 0.

2) Déterminons g(z) pour que f(x) = 2°.g(x)
Nous avons :

f(z) = 62* — 52* — 132 — 5z + 6

5 6
:x2<6x2—5$—13—+2>

x T

5 6
= 2. - 2 - - ]. - >
z°.g(z) avec g(z) <6x Sz — 13 . + p

3) Montrons que f(z) = 0 si et seulement si g(z) = 0 Si
g(x) = 0alors f(z) = 22.0 =0

Donc
72.g(z) =0<= 2> =0 ou g(x) =0

Or dans la question 1) on avait x # 0 .
Donc

g(x) =0
4)Résolvons dans R I'équation g(z) = 0. Ona: g(x) = <6x2 —br — 13— 5 +—
T T

1 1
OnposeX:x+—:>x2+—2:X2—2.
x x

Ainsi
<6x —5x—13—5+6>
1 1
6( 2)—5<a:+>—13
i
:6(X2—2)—5X—13
=622 —5X — 25
Soit A =5%—4(6)(—25) = 25+ 600 = 625 et donc VA =25
5— 95 5+ 25
X, =22 ot X, =
T R b
5 5

:>X1:—§ et X2:§

En retournant au changement de variable,on obtient :

5 +1:> 5 2241
—_—— = —_ _——=
3 T 3 T
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3 EQUATION PARAMETRIQUE

Ce qui donne —5r =32 4+3zr = 32>+ 52 +3=0
Soit A=25-36=-11<0

Ce qui signifie que cette équation ainsi obtenue n’admet pas de solution

5 a°+1

2 T

5 LN
— =X —
2 T

Ce qui donne Sr =222 420 =22+ 20 4+2=0

Soit A=25-16=9= VA =3
. 5—3 5+3
Ainsi T= et =
1
Donc x1:§ et To = 2

Finalement on a :

(]

3 Equation paramétrique

Définition (Equation paramétrique)

On appelle équation paramétrique de parametre m une équation d’in-

connue x dont on se propose déterminer le nombre de solutions, leurs
signes,..., suivant les valeurs du parametre m

r-( Exercice 3.1 )

Déterminer suivant les valeurs du parameétre m les solutions de 1’équa-
tion suivante :

(BE):(m—-1Dz*-2(m+2)z+m—-4=0

Correction
Sim—-1=0=m=1 )
alors I’équation (F) devient —6z —3=0= 2 = —3

s
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4 INEQUATION DU 2¥P DEGRE

Sim—1#0=m# 1 Alors
A =(m+2)7°—(m—1)(m—4) =9m

Si A >0cestadire9Im>0<+=m>0
Et donc, si m € ]0; +o0[ on a deux racines distinctes :

. _ (m+2)=3ym ot . _ (m+2)+3ym
Lm0 T (m—1)
S— (m+2)—-3ym (m+2)+3ym
B (m—1) (m—1)
/
Si A" =0 = m = 0 et I’équation admet une racine double zy = —— c’est a
a
(m+ 2)

avec m = 0 donc | S = {—2}

dire dans ce cas-ci zg =
(m —1)

Sim < 0= A’ <0 alors I'équation (F) n’admet pas de racine.

4 Inéquation du 2" degré

b\> A
(“2@) ‘(w)
A = b — dac

Etudions le signe de f(z) suivant celui de A
e 1 cas

A b\’
SiA<Qalors ——>0or |(z4+—1] >0
4a?

2a
AN
o 2a 4a?

On en déduit alors que Vo € R, f(x) a le méme signe que a
D’ou le tableau suivant :

4.1 Signe d’un trinéme

Soit f(x) = az’ +br +c¢c = a avec a # 0 et

Donc

x —00 “+00

f(z) signe de a
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4.1 Signe d’un trinéme 4 INEQUATION DU 2¥P DEGRE

e 2°"¢ cas

b\’ b\’
Si A =0alors f(z) =a (x + 2a> or (x + 2a> >0

b
On en déduit alors que Vx # ~5g’ f(x) a le méme signe que a
a

D’ou le tableau suivant :

T —00 _i +00
2a
f(x) signede a () signe de a
b
En fi = =0
\n n pour z 2aj,f(az:)
o 3¢ cas
Si A > 0alors f(z) = a(z — 1) (x — x2) ot z1 et o sont les racines
de f(z)
En supposant que x; < x5, on aura le tableau de signe suivant :
x —00 1 T2 +00
T — I - 0 + +
T — X - — 0 +
(x—x1)(x—22) + 0 - 0 +
f(zx) signe de a () signede —a () signe de a

Exercice 4.1 (signe d’un trinéme) )

Etudier le signe de chacun des trindmes suivants :
f(z) =22+ 2 +3; g(z) =2*+x—6; h(z) =z +2z+1

Correction

of(x) =22 +x+3
On calcule d’abord le discriminant A :
A=(1)2-4(2)(3)=-23<0

Alors f(x) a le méme signe que 2 sur R
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4.1 Signe d’un trinéme 4 INEQUATION DU 2¥P DEGRE

x —00 400

fx) =222 +2+3 +

Donc Vz € R, f(x) >0

eg(z) =2 +2-6

On calcule d’abord le discriminant A

A= (1)2—4(1)(-6)=1+24=25

—-1-5 6 —-1+5 4
T %1 T 2 MmT N T
T —00 -3 2 +00
gz) =2 +x -6 + 0 - 0 +
g(x) >0 sur |—oo0,—3[U]2,+o0|
g(x) <0 sur |-3,2]
g(x) =0 pour z=-3 et x =2
eh(z)=2"+22+1
On calcule d’abord le discriminant A
A=(22—41)(1)=4—-4=0
2 _ 1
T Ty T
T —00 -1 +00
h(z) = 2® + 2z +1 + 0 +

g(x) >0 sur |—oo,—1[U]—1,+o0|
g(x) =0 pour z = —1
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4.2 Inéquation du second degré 4 INEQUATION DU 2¥P DEGRE

4.2 Inéquation du second degré

Théoreme 4.1

Pour résoudre une inéquation du second degré, il faut étudier le signe
du trindéme associé a celle-ci puis déterminer le ou les intervalle(s) ou
I'inégalité est vérifiée.

,-( Exercice 4.2 (Exercice d’application) )

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1) 32% — 42 +5<0 2) 2> —62+7>0
3) —2°+62—-9<0 4) — 222 + 7 —9>0
Correction

1) 32 —4r+5<0
A= (—4)?—-43)(5)=16—-60=—44 <0

Le trindme 3% — 42 + 5 est du signe de 3 sur R donc positif

x —00 +00
322 — 4z +5 +
D’ou S =R =]-00; 00|

2) 22 —62+7>0

A=(—6)2—4(1)(7)=36-28=8 et VA=22
ZL’1:3+\/§ et IQZB—\/§

x —00 3-v2 3+V2 +o0

22 —6r+7 + 0 — 0 +

S =]-00;3 - V2| U[3+ V2 +o0|
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